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Résumé. — Une variété algébrique complexe définie sur les réels est dite maximale 
si la somme de ses nombres de Betti pour l'homologie de Borel Moore à coefficients 
dans J| est égale à la somme de nombres de Betti de sa partie réelle. On montrera 
dans cet article que les variétés toriques de dimension 4 sont maximales. 

Mots-CLÉS : variété torique réelle, homologie, maximalité 

Abstract. — A complex algebraic variety defined over the reals is maximal when 
the sum of its Betti numbers for Borel Moore homology with J| coefficients coincides 
with the sum of the Betti numbers of its real part. We will show in this paper that 
toric varieties of dimension 4 are maximal. 
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1. Introduction 

Dans cet article, on va s'intéresser à la question suivante : 
Est ce que les variétés toriques sont maximales ? 
Ici, une variété algébrique complexe X := X(C) définie sur IR est maximale lorsque, 
pour l'homologie de Borel Moore à coefficients dans J|, la somme de ses nombres 
de Betti coïncide avec la somme correspondante pour sa partie réelle, X(R). Ce qui 
peut être résumé par l'égalité : 

£dim H*«(X(R), ±) = £dim H™(X(C), ^) 

i i 

Dans |2j (page 11), les 4 auteurs ont prouvé que ce résultat est vrai jusqu'en 
dimension 3. Ceci fût obtenu en construisant une suite spectrale G* q (X(R)) conver- 
geant vers Hf M (X(IR), en la comparant à une autre suite spectrale E* q (X(C)) 
convergeant, elle, vers H^ M (X(C), J|) et en utilisant l'inégalité de Thom-Smith : 

$>m H™{X(R), ^) < $>m tff A '(X(C), ^) 

i i 

Le point clé étant la dégénérescence à l'ordre 1 de la suite spectrale G* (X(M)) 
(ie : G%(X(R)) = GUX(R))). 
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Dans |5J, V.Hower a montré que cette suite dégénère à l'ordre 1 lorsque X est une 
variété torique projective dont le polytope A lui étant associé vérifie : 

- A est réflexif. 

- L'éventail normal du polytope dual de A est régulier modulo 2. 

Dans [6], elle a donné un exemple de variété torique de dimension 6 n'étant pas 
maximal. Cependant, ce contre-exemple fut obtenu de manière purement calcula- 
toire et ne donne pas beaucoup d'indications sur le problème. La question de la 
dimension 5 reste toutefois ouverte (le cas des variétés toriques affines simpliciales 
de dimension 5 a été résolu dans [S]). On montrera dans ce texte que la réponse est 
encore affirmative pour les variétés toriques de dimension 4. 

On supposera fixé, pour toute la suite, N ~ Z™ un réseau de dimension n 
(dans la dernière section, ce réseau sera de dimension 4) et A un éventail de iV <8> Q. 
Introduisons maintenant les notations qui seront utilisées ici. On notera Xa(C) 
l'ensemble des points complexes fermés de la variété torique Xa associée à l'éventail 
A et Xa(R) sa partie réelle. 

On désignera par V = N®^ = ^\& réduction modulo 2 du réseau N et pour 
pGN, A(p) désignera le p— squelette de A. Explicitement : 

A(p) |J 

<xê A,dim(a)=n— p 

Étant donné un cône a de A, on notera [er] 2 C V la réduction modulo 2 du sous 
réseau engendré par a dans N . C'est à dire : 

[a] 2 = {Vectra) nJV)®^ 

V V 

Si t et a sont 2 cônes de A, on notera p rcr : r - ; ► -r—- la projection naturelle 

m 2 M 2 

v v 

et 7T rcr : iJ (r~r) ~~ * ^o(r~r) l'application induite par p Ta . 

m 2 [^2 



2. Les suites spectrales réelles et complexes 

L'homologie de Borel Moore à coefficients dans ^ de la variété torique réelle 
Xa(M) est donnée par le complexe A*(A) (cf [2] pour les détails) où : 

V 

- Pour a G A, on pose A a = Hq(—--). 

2 

- Pour < p < n, on pose A P (A) = CTe A(„- P ) A *- 

La différentielle d p : A p (A) — > A p ^i(A) est donnée par la somme directe sur r G 
A(n — p — 1 ) des applications : 

a>T,dim(cr)=n—p a>T,dim(a)=n—p 

Ce complexe correspond au complexe cellulaire obtenu par la décomposition en 
orbite de Xa(M). Chaque orbite de dimension p, < p < n, étant isomorphe à 
(]R*) P , est une réunion disjointe de 2 P quadrants de la forme IR< et ces derniers, 
tous homéomorphes à M. p , constituent les p— cellules de la décomposition cellulaire. 
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En ce qui concerne la variété torique complexe X A (C), la filtration donnée 
par 

C X C X 1 C . . . C X n = X A (C) 

où pour < p < n,X p = X A {n — p) est la réunion des orbites de X A (C) dont les 
dimensions sont inférieures où égales à p donne naissance à une suite spectrale : 

E l pq (X A (C)) =► H p+q (X A (C)) 

convergeant vers l'homologie de Borel Moore de X A (C). 

Dans [8J, A.Jordan montre que le terme E p (X A (C)) est donné par : 

Ei q (X A (C))c f\ q ^r 

o-eA(n-p) [ J2 

et que via ces identifications, la différentielle d'ordre 1 de Ep q (X A (C)), 

dp q : Ep q (X A (C)) —> Ep_ lq (X A (C)) est donnée par la somme directe sur A(n— p— 1) 

des applications : 

E A'^A'^ A<^> 

a>T,dim(a)=n—p <j>T,dim(a)=n—p 

Il est possible de définir une filtration F* (cf [2] pour les détails) sur le complexe 
A*(Xa(M)) de tel sorte que le terme Gp q (X A (R)) de la suite spectrale G l pq (X A (R)) 
associée à cette filtration soit isomorphe au terme Ep +q _ p (X A (C)). De plus, si 
l'on désigne par d° pq : G° pq {X A (R)) -»■ G^_ 1 (X A (M)) les différentielles du terme 
Gp (X A (R)), alors le diagramme suivant commute : 



Ei p+q> _ p (X(C)) — 




(X) 




d l + q,~P 

• 


à 
pi 




rpl 

^p+q-l- 


p (X(C)) - 







Ainsi, pour p, q G Z, on obtient un isomorphisme : 

Gl q (X A (R)) E 2 p+q ,_p(X A (C)) 
On possède ainsi un moyen de comparer ^ p gn^(^ a (^)) e ^ S»eN ^(-^a(C)). 

Proposition 2.1. - - Si la suite spectrale G l pq (X A (R)) dégénère à l'ordre 1 (ie : 

G™(X A (R)) = Gl q (X A (R))), Alors la suite spectrale E l pq (X A (C)) dégénère à l'ordre 
2 et on a en particulier : 

^(X A (M)) = ^(X A (C)) 

peN peN 
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Démonstration: 

D'après l'inégalité de Thom-Smith, on a : 

5>(*a(K)) <5>(*a((Q) 

peN peN 

Si G 1 (X A (M)) dégénère à l'ordre 1, on a : 

5>pf A (JR)) = ^^m(G pç (X A (M))) 

peN p,<j 

Comme 5] p6N 6j(X A (C)) = J2 Pt g dim(E™(X A (C))), on obtient donc : 

Il est montré dans [2J que la suite spectrale Gp g (X A (IR)) dégénère à l'ordre 1 si 
X A (IR) est de dimension inférieure où égale à 3 et dans jT], que c'est encore le cas 
si X A (R) est compacte à singularités isolées (en adaptant les résultats de PQ). 
On montrera dans la deuxième partie que c'est encore le cas lorsque X A (IR) est de 
dimension 4. 

Comme les notations qui seront utilisées par la suite diffèrent de celles choisies 
dans [2], rappelons brièvement la construction de la filtration F # sur A„(X A (IR)). 

Pour construire la filtration F*, il suffira de construire une filtration sur cha- 

V 

cun des espaces H (—--) pour a G A. 

V 

Soit a G A(n — p). Il est possible de munir Ho( — — ) d'une structure d'algèbre 
par : 

V V V 

x: H ( — )xH (—) -> H ' 1 



M 2 [cr] 2 [cr] 2 

(H, M) >-> [U1+U2] 

V 

Définition 2.2. - - Si H est un sous espace vectoriel de dimension r de -j— j-, on 

M 2 

v 

définit la classe de H notée [H] dans Hq(——) par : 

[*i = E 

Si (ei)l =1 est une base de H, on a également : 

[H] = f[([o) + M) 

1=1 

Pour < q < p, on pose : 

J« = Vect([H},dim(H) = q) 



veH 
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Remarque: 

I est le noyau du morphisme : 

" = H ^ " 2Z 
V 

En particulier I est un idéal de Ho(-j— j-) et I 9 correspond à la puissance g ieme de 
cet idéal. 

V 

Si H est un sous espace vectoriel de dimension q de -j— j-, q G N, on notera [if] la 

[^2 

/<? V 

classe de la chaîne \H] dans — -r#o(i^i-)- 
L J [<r] 2 

La loi produit x sur Ho(-^r) induit une structure d'algèbre graduée sur 

V 

Gr}(H ( — — )) définie sur les générateurs par : 
1°J2 

x: GrV(H (^)) x Gr%H (^)) -, Gr p I +q (H (-^-—)) 



([#],[#']) -> IH + H>] 
V 

où H (resp H') est un sous espace vectoriel de -j— j- de dimension p (resp q). 
Ensuite, il existe un isomorphisme d'algèbre graduée : 

^ : ^ Gr^H^) 

[a\ 2 [<t\ 2 

On peut expliciter cet isomorphisme. Si on se donne q G N, 1 < q < n, alors ip q est 
défini sur les générateurs par : 

[ a j2 [V\2 

Vl A...Av q » [H] = nLi([°l + N) 
L'inverse de ip q est alors donné par : 

V „ „qV 



% U - Gr?(^o(rr)) - A 



M 2 M 2 

[if] i-> ViA...Av q 

V 

où if est un sous espace vectoriel de — — de dimension g et (v±, . . . , v q ) est une base 

[ a \2 

de F. 



Regardons par exemple ce qui se passe pour q — 1. 
Soit i>i,i>2 G V. Alors : 



([o] + M) + ([o] + M) = ([o] + M) x ([o] + M) + ([o] + [t* + 1*]) 
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Ainsi si ([0] + désigne la classe de ([0] + [vA) dans — H (— — ), ([0] + [v 2 ]) 

" " ' 1 Wh 

celle de ([0] + [v 2 ]) et ([0] + [v ± + v 2 \) celle de ([0] + [v^ + v 2 \), alors : 



([o] + N) + ([o] + N) = ([o] + h + ^D 

et ainsi : 

V'l(vi) + ll>l(v 2 ) = 1pl(v! + V 2 ) 

Finalement, la filtration F* sur le complexe A*(Xa(M)) est définie pour q < 
par : 

V , 



F q (A p (X A (R))) = I- q H (- 

aeA(n-p) 



Dans toute la suite, on considérera le réarrangement G l pq (X A (R)) de la suite spec 
traie G 1 (X A (R)). Ceci revient à poser : 



G l pq (X A (R)) = G l _ qp+q (X A 



Si l'on utilise cette notation, les différentielles d l pq se transforment en : 

9 l pq ■ G l pq (X A (R)) -> G l p _ lq+l (X A 



3. Étude des différentielles du complexe A*(Xa.(M.)) 

On montrera à la fin de cette partie que la suite spectrale G l pq (X A (R)) dégénère 
à l'ordre 1 lorsque X&(M.) est une variété torique réelle de dimension 4. 

3.1. Méthode. — En général, pour montrer que la suite spectrale G* pq (X A (R)) 
dégénère à l'ordre 1, on utilisera le procédé suivant : 

Définition 3.1. - - On dira que le complexe A*(X A (R)) satisfait la propriété s pq 
pour < p,q < n si la différentielle d p vérifie : 

Vc G P(A P (X A (R))), d p (c) G J« +1 Vi(*a(K)), 3rf G I q+1 A P (X A (R)) , d p (c) = d p (d) 

Pour montrer que A*(X&(M.)) satisfait la condition s pq , on utilisera la proposition 
suivante : 

Proposition 3.2. - - Pour < p, q < n, les 2 conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

(1) Le complexe A*(X A (R)) satisfait la condition s pq . 

I q 

(2) Pour toute classe c G G° Ç (X A (M)) = — A P (X A (M)) telle que d° pq {c) = 0, 

il est possible de trouver d G I q A p (X A (R)) vérifiant d p (d) = et c = d G 
G° pq (X A (R)). 
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Démonstration: 

Voir [9J ou [3]. 

Remarque: 

le complexe A*(X&(R)) satisfait la condition s pq si et seulement si toutes les diffé- 
rentielles de la forme d r vq : Gp q (X A (R)) — > G^ q+r (X A (R)) sont nulles pour r > 1. 
Ceci revient à dire que l'on a Gj,(X A (R)) = G™(X A (R)). 

Corollaire 3.3. --Si pour tout (p,q) E N 2 , le complexe A*(X A (R)) satis- 
fait la condition s pq , alors la suite spectrale G* q (X A (R)) dégénère à l'ordre 1 
(Gl(X A (R)) = GZ(X A (R))). 



Pour pouvoir appliquer la proposition |3.2| et le corollaire |3.1[ on aura besoin de 

( 

pq \ 



bien comprendre la relation entre différentielles de G® JX A (R)) et celles du complexe 



A # (X A (R)). 

3.2. Conditions s p0 , p EN, pour le complexe A*(Xa(M)). — Soit p EN fixé. 
On va montrer que le complexe A*(Xa(R)) satisfait la condition s p q. En fait ce 
résultat est déjà démontré dans [2] (remarque 7.4) avec une démonstration un peu 
différente mais la preuve de ce résultat que l'on va donner ici constitue un exemple 
simple d'application de la méthode qui sera utilisée par la suite pour montrer que 
A*(Xa(K)) vérifie d'autres conditions s pq . 

Remarque: 

Soit c = (c (7 ) cre A(n-p) G A P (X A (M)). Pour chaque o E A(n — p), il n'y a que 2 

possibilités pour la classe iç de c. daas : 
- Soit c CT E I et alors = 0. 

V 



- Soit c CT 4. I et alors c a = [0J où CT est l'élément neutre de — — (dans ce cas, 

M 2 

v 

[Oo-] est l'élément unité de H (—--)). 

M 2 

Lemme 3-4- — La condition s p o est vérifiée par A*(X A (R)). 
Démonstration: 

Soit c = (c CT ) CT6 A(n-p) e A P (X A (R)), c i I(Ap(X A (R)) tel que d p (c) E I(A P ^(X A (R))). 

A (X A (R)) 

On note c = (c^) aeA ç n ^ p ) la classe de c dans — — . D'après la remarque pré- 



cédente, pour tout a E A(n — p),c^ = e^a] avec e a E -^g. 

Soient 7 E A(n — p+ 1), a E A(n — p) tels que 7 > o . Alors ix aa ( [0^] ) = [0 7 ] vu que 
7T aj j est un morphisme d'anneaux. 

Soit 7 G A(n - p + 1). On considère les applications : 

m A a (X A (R)) A,(X A (R)) . 
- p 7 : ► — ■ — dehme par la somme directe sur 

erg A(n— p) 

{a E A(n — p), 7 > cr} des applications p CT)7 . 
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- 7r 7 : A^X/^ÇR)) — » v4 7 (Xa(M)) définie par la somme directe sur 

cr£ A(n— p) 

{a G A(n — p), 7 > cr} des applications 7r CT)7 . 

Avec ces notations, on a : 
" Pi = (^0)1^ 

- % = (^)k. 

Soit c' = (c^ r ) - 6 A(n-p) G ^4 p (Aa(M)) défini par c' a = e^Oo-]. Par construction, on 
donc c = c' G . 

Comme d p (c) G I(A p (X A (R))), p 7 (c) = 0. En particulier, on doit avoir : 

(TEA(n-p),(r>7 

Mais alors on doit aussi avoir : 

7r 7 (c') = 

En résumé, c' est un cycle et c = c' donc d'après 3.2, s p0 est vérifiée. □ 



3.3. Conditions s nq , q G N, pour le complexe A*(Xa(1R)). — D'après la 



proposition 3.2, il suffira à nouveau, pour 1 < q < n (la condition s n Q est vérifiée 



par 3.4), de montrer la proposition suivante : : 



Proposition 3.5. - - Soit g G N* fixé et c e I q A n (X A (R)) telle que d° q (c) = 
où c désigne la classe de c modulo I q+1 . Alors il existe c' G I q A n (X A (R)) telle que 

dp ( c >) = 0etc = de G° nq (X A (R)) = J^A n (X A (R)). 

Il 

Il faut d'abord trouver un moyen naturel de relever un élément de — —A n (X A (R)) - 
/\ q V en un élément de I q A n (X A {R)). Soit (p, g) G N 2 et a G A(p). 

V 

En général, lorsque l'on fixe une base e = (eA^i n - p de -j— j-, alors cela définit 

[0-\2 

des applications s q a : j—^A a — > I q (A a ), < q < n, de la manière suivante : 
V I q 

Si w G A q -r^r — -——An, on peut décomposer w sous la forme : 
Wh I q+1 

w = eiei 

I<Z{l...n—p},card(I)=q 

où / C {1 . . . n — p}, Card(J) = q et ej = e^. 

Si [e/] désigne la classe fondamentale du sous-espace de dimension q de V en- 
gendré par les vecteurs e^, i G / dans V (ie : [e/] = [v]), alors on 

v£_V ect(ei,iÇiI) 
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pose : 

4H = E 

/C{l...n— k},card(I)=q 

Remarque: 

L'application s* est une section de la projection : /'(A,) — > -j—^A a {f%os q c = id). 
Par contre, o ^ irf. Pour le voir, on peut prendre par exemple a = {0}, q = 2 

et n = 3. Soit (ej) i= i... 3 une base de V, s 2 } : —H (V) — > I 2 H (V) l'application 

définie par cette base et / 2 | : / 2 ifo(^) — ► j3~-^o(V) la projection. Si c = ([0] + [e\ + 
e 2 ])([0] + [e 3 ]) alors : 



s {o}°/{o}( c ) = s {o}(( e i + e 2) Ae 3 ) 

= S{ 0} (ei A e 3 + e 2 A e 3 ) 

= aoi + ieiDaoï + iesD+aoï + hDaoï + M 

7^ c 



Remarque: 

Lorsque g = 1, il est possible de définir une telle application sans fixer au préalable 
une base de V. 

En effet, si v G r- ~ — A, il suffit de poser s*(i;) = [0] + [v]. 

Il faut ensuite s'assurer que la base e que l'on choisi soit bonne. Plus précisemment, 
on veut que l'application s e vérifie la propriété suivante : 

d m^) = e ^FïA^aW) 9 n (s e (c)) = G PA n (X A (R)) 
On aura besoin pour cela du lemme suivant : 

Lemme 3.6. — Soit [H] la classe fondamentale d'un hyperplan de V dans H (V) 
et soit V un sous-espace vectoriel de V . 

On considère l'application ir : H (V) — > H (yj) induite par la projection naturelle 
p : V — * yj de V sur V . Alors : 

HnV ^ {0} =ï tt([H\) = 

Démonstration: 

Supposons que H D V contienne v\ ^ 0. On peut compléter v\ en une base 
(vi, . . . ,v m ) de H où m = dim(iï~). Alors on a dans Hq{V) : 

m 

m = ri([o] + m) 

î=i 
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Ainsi : 

m 

<[h\) = n( 7r ([°])+ 7r (N)) 



i=l 
m 



H([°] + ip(«*)i) 



î=i 

m 

([0] + [0]) x IJ([0] + [p(%)]) 

i=2 

□ 



Toute la difficulté sera donc d'exhiber une telle base. 

On pose A(l) = IJ^li r « e ^ P our chaque cône Tj, on notera Vi le générateur 



de [rj] 2 . Démontrons à présent la proposition 3.5 



Démonstration: 

Comme d n (c) G J 9+1 (v4 n _i(A)), on doit avoir : 

d° nq : G° nq (X A (R))^/\«V - G °„ li(? (X A (M))^e: =1 A 9 4 

c ^ 

On peut supposer que v i, . . . , v r est une base de Vect(%, i = 1, . . . , m). 
Il y a deux cas : 

* Si r > g, alors d® q est injective. Ainsi c = et c G On peut donc choisir 
c' = 0. 

* Si r < g, on choisit une base e = (ei,...,e n ) de V telle que = Vi pour 
z = 1, ...,r. 

On peut alors écrire c dans cette base sous la forme : 

c = ^2 €iei 
i 

Comme d® q (c) = 0, chacun des termes ej doit vérifier : 

e/^0=*{l,...,r}cl 

Maintenant qu'une base de est fixée, on dispose de l'application s e qui lui 
est associée. On pose c' = s e (c) G 7 9 (A n (A)). 

Si c' G désigne la classe de c' modulo J 9+1 , on a ainsi : 

c — cl 

Il reste à montrer que d n (c') = 0. Or pour i = 1, . . . , m et / C {1, . . . , m}, 
Card(J) = g, vérifiant ej 7^ 0, le sous-espace Vect(ej, j G J) contient Vi. 



Ainsi d'après le lemme |3.6[ on a pour i = 1, . . . , m : 



vr,: tf (V) -> flo( 1 



ei 
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Alors on a : 

7Ti(c') = 7r(^ej[e/]) 



i 

53 ^([ej]) 




Ainsi <9 n (c') = et c' convient. □ 



3.4. Condition s n -i t i pour le complexe A*(A"a(K))- — Toujours d'après 3.2 
il faudra montrer la proposition suivante : 

Proposition 3.7. - - Soit c G IA n -x(X A (W)) telle que d < ^ l _ 1 j_(c) = oàc désigne 
la classe de c modulo I 2 . Alors il existe c' G I 2 A n _i(X A (M)) telle que d p (c') = et 

c = de G^ 1A (X A (R)) = j^A n (X A (R)) 

Rappelons que la différentielle à laquelle on s'intéresse est : 

: <£-i,i(*a(R)) * ^ - G°_ 2il (X A (R)) ~ ^ 

reA(i) ^ rj2 <reA(2) 

Démonstration: 

Soit A(l) = IJ2=i r i- Pour 1 < % < m, on notera G N le vecteur primitif 

N 

engendrant le cône Tj et v j G V = — : désignera sa classe modulo 2. 

Étant donné a G A (2), il existe 1 < i < j < m tels que a soit engendré par 
Pi et pj. On pose alors a = a^. 

Soit c G J(A n _i(X A (lR))) telle que ô n _ x (c) G ^A n _ 2 (X A (M)). On pose c = (ci) i= i... m 

et on désigne par q G t-^— la classe de q modulo I 2 . 

N 2 

Pour chaque z = 1 ... m, on désigne par s» l'application définie par : 

V V 

Fi] 2 N 2 

v i-> [0] + [v] 

et l'on note = Sj(cj). 

On obtient ainsi une nouvelle chaîne c' G A n -i(X A (M.)) qui vérifie : 

- c'e/(4_i(l A W)). 

-c = d modulo I 2 si (c') désigne la classe de c' modulo J 2 . 

Il reste à vérifier que c' vérifie <9„-i(c') = 0. Soit 6 = <9 n _i(c'). On pose b = 

Étant donné er^ G A (2), on notera : 
V V 

- Pij : —- ! ► - — — la projection naturelle. 

FiJa [euh 
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V V 
- 7Ty : Ho(j-y) — > H (- — p) l'application induite par p^. 

Soit a = Oij G A(2). On a : 

= ^'([0] + [Q])+^([0] + [cj]) 
= [0] + [ Pl3 (cl)] + [0} + [ Pjl (c])] 

Comme <9 n _i(c) G I 2 , on doit avoir Pij{cî)+Pji(cj) = donc 6^. = et finalement, 
on obtient bien & = ().□ 

3.5. Maximalité des variétés toriques de dimension 4. — 

Théorème 3.8. — Soit X une variété torique de dimension 4. Alors la suite spec- 
trale G l p (-Xa(K)) associée à X dégénère à l'ordre 1. 

Démonstration: 



D'après 3.4, les conditions s o, s w , s 2 o, S30 et s 40 sont vérifiées par A*(X&(M.)). la 



proposition 3.5 permet de voir que les conditions 341,542,543,544 le sont également. 



Ensuite, la proposition |3.7| donne la condition S31. Finalement, les autres conditions 
s pq étant trivialement vérifiées lorsque n — 4, toutes les différentielles d* q de la suite 
spectrale G* q (X&(R)) de degré supérieur à 1 sont nulles. Ainsi, G*(Xa(ŒL)) dégénère 



à l'ordre 1 et d'après 2.1, Xa(C) est maximale 
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